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\S 1 Weil pure
\S 2 (Motive)

















Grothendieck $\sim \mathrm{p}\mathrm{u}\mathrm{r}\mathrm{e}$ ’
\S 1 Weil pure
$k$ $C_{h}$ $k$
( $X\in C_{h}$ )
$X\in C_{h}$ $r\geq 0$ $X$ $\prime r$
$\sum_{V\subset X}n\mathrm{v}\cdot[V]$
$X$ $r$ $V$
$n\gamma\in \mathrm{Z}$ , $X$ $r$
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$C_{h}$ $f$ : $\mathrm{Y}arrow X$
$f^{*}$ : $H^{*}(\mathrm{Y})arrow H^{*}(X)$
(1) (Kunneth ) $X,$ $\mathrm{Y}\in C_{h}$
$p$ : $X\cross \mathrm{Y}arrow X$ , $q$ : $X\cross \mathrm{Y}arrow \mathrm{Y}$
$H^{*}(X)\otimes H^{*}(\mathrm{Y})\simeq H^{*}(X\cross \mathrm{Y})$ ; $a\otimes barrow p^{*}(a)\cdot q^{*}(b)$
(2) ( ) $X\in C_{h}$ $n$
(i) $i\not\in[0,2n]$ $H^{i}(X)=0$
(ii) $-$ ’ $H^{2n}(X)\simeq K$
(iii) $H^{\dot{*}}(X)\cross H^{2n-:}(\mathrm{x})arrow H^{2n}(X)\simeq K$
(3) ( )





(i) $k\subset \mathrm{C}$ $\langle$ $\mathrm{C}$ ) $X(\mathrm{C})$ $X$
$\mathrm{C}$ Betti
$H^{i}(X):=H^{i}(X(\mathrm{C}), \mathrm{Q})$ $(K=\mathrm{Q})$




(iv) $k$ $P$ $W(k)$ Witt , $K$
$H^{i}(X):=H_{\mathrm{c}’ y}^{:}.(X/W(k))\otimes_{W(h)}K$
Grothendieck Weil
$‘ k$ pure ’ $\mathcal{M}_{h}$
‘C ’ $\mathcal{M}_{h}$
(1-2)
(i) $\mathcal{M}_{h}$ $\mathcal{M}_{h}$ \otimes
(ii)
$h$ : $C_{k}arrow \mathcal{M}_{h;}Xarrow h(X)$
(iii) $h$ Weil $Xarrow$
$H(X)$ $C_{k}$ $K$ $.Vec_{K}$ $-$
$H=R_{H^{\circ}}h$
$R_{H}$ : $\mathcal{M}_{h}arrow Vec_{K}$
$-$ ’ ( $\sim \mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{a}\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{Z}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{i}_{0}\mathrm{n}$ functor’ )
$R_{H}$ $C_{h}$ $M,$ $N$





$c,$ $d\in CH^{\mathrm{f}}(X)\mathrm{Q}$ (numerical
equivalence) $\text{ }$
$c\sim c’\Leftrightarrow<c,a>=<c’,$ $a>$ for any $a\in CH^{d-}’(X)_{\mathrm{Q}}$

































$R$ $($ rational $\mathrm{e}\mathrm{q}\mathrm{u}\mathrm{i}\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{l}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{C}\mathrm{e})_{\text{ }}$

















$X=$ : $x_{:}$ $d_{i}$ =dim(X )
$Corr’R(X,\mathrm{Y})\cross Cor^{J}\prime’R(\mathrm{Y}, z)arrow c_{orr}’+l(\prime Rx, z)$,
$(\alpha,\beta)arrow\beta\cdot\alpha:=(p1\mathrm{s})_{*}(\mathrm{P}12*\alpha\cdot P_{2\mathrm{s}}^{*}\beta)$ ,
$p_{12}$ : $X\cross \mathrm{Y}\cross Zarrow X\cross \mathrm{Y},p2s$ : $X\cross \mathrm{Y}\cross Zarrow \mathrm{Y}\cross Z,p_{1\mathrm{s}}$ : $X’\cross \mathrm{Y}\cross Zarrow X\cross Z$
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$R$ $k$ $\mathcal{M}_{h}(R)$
$\mathcal{M}_{h}(R)$ 3 $M=(X, \alpha, ’)$ $X\in C$
$f_{}^{\wedge}\alpha\in Cofr^{0}(RXX,)\text{ }\alpha\cdot\alpha=\alpha_{\text{ }}$ $,$ $\in \mathrm{Z}$ $\mathcal{M}_{k}(R)$
$\mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{m}((x, \alpha, r), (\mathrm{Y},\beta, s))=\beta\cdot c_{or}r_{R}-\mathit{7}$ $(X, \mathrm{Y})\cdot\alpha$
$h$ : $C_{h}arrow \mathcal{M}_{k}(R)$ ; $Xarrow h(X):=(X, \Delta_{X}, 0)$ ,
$\Delta_{X}\subset X\cross X$
(2-2) $\mathcal{M}_{h}(R)$





(X, $\alpha,$ $-r$ ) $\simeq(\mathrm{x}, \alpha, 0)\otimes L^{\otimes}$’
$=(X\cross(\mathrm{P}_{h}^{1})^{r},\alpha\otimes(\pi^{\otimes\prime})2’ 0)$
$\mathrm{A}l_{h}(R)$
(X, $\alpha,$ $\mathrm{O}$) $\oplus(\mathrm{Y},\beta, \mathrm{O})=(X\mathrm{U}\mathrm{Y}, \alpha \mathrm{U}\beta, \mathrm{o})$
(X, $\alpha,$ $r$ ) $\oplus(\mathrm{Y},\beta, \epsilon)$
$-$
(X $\cross(^{\mathrm{p}_{k}^{1}})^{m}-,$ $\mathbb{I}\mathrm{Y}\mathrm{x}(\mathrm{P}_{\iota}^{1})^{m}-\cdot,$ $\alpha\otimes(\pi^{\otimes(m-}’)2\beta$) $\mathrm{n}\otimes(\pi-\iota))\bigotimes_{2}(m, m)$ ,
$m$ $m \geq\max(r, s)$
$\mathcal{M}(R)$ $\mathrm{Q}-$
(additive $\mathrm{Q}$ -linear tensor category)’ [DMOS, II 115]
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‘ ( pseudo-
abelian)’ $(p\in \mathrm{E}\mathrm{n}\mathrm{d}(M),$ $p\cdot p=p$
$(M\in \mathcal{M}_{h}(R))$ )







alence) ( $R$ )
$i$ $-$
$c_{\mathit{0}\prime\prime_{R}}0(x, x)arrow \mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{m}(Hi(X), H:(X))$ ; $\alphaarrow\alpha_{*}$
$\text{ }\sigma\in H^{:}(X)$
$\alpha_{*}(\sigma)=(p_{2})*(\gamma_{x}^{n_{\mathrm{X}\mathrm{x}}}(\alpha)\cup p_{1}(*\sigma))$, $(n=\dim(X))$






$H^{*}=\oplus H$ : : $M_{h}(R)arrow$ ( $\mathrm{g}\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{d}$ $K$-vector spaces)
$i\in \mathrm{Z}$











equivalence numerical equivalence –
– –
$1^{2-}6)$ $\mathcal{M}_{h}(h_{om})$ $X\in C_{h}$ $d$
$[ \Delta_{X}]=\sum_{:=0}\pi X:$ , $\pi_{X}^{i}\in H^{2d-:}(x)\otimes Hi(X)$
Kunneth
$C(X)$ : $i$ $\pi_{X}^{i}$ $\pi_{X}^{i}\in C_{\mathit{0}\prime\prime}0(homX, X)$ .
$C(X)$ $\pi_{X}$: $\pi_{X}=\pi_{X}:i$
$r\in \mathrm{Z}$ $k$
$h^{i}(X)(r):=(X, \pi_{X}^{i}, r)\in \mathcal{M}_{h}(hom)$




















(3–1) (Le&chetz ) $X\in C$
$<\Delta_{X},$ $\Gamma>=\sum^{(}(-1)^{:_{\tau(}}r2\dim X):=0\mathrm{r}_{*}$ : $H^{i}(X))$ .
$X\mathrm{x}X$
Weil
$k$ $k$ q $(k=\mathrm{F}_{q})$
$F$ : $Xarrow X$
q $F^{n}$ $n$
( $C_{\mathit{0}\prime}r(0X,$ $X)$ )
(3–1)
$<\Delta_{X},$ $F^{n}>=2 \mathrm{d}\mathrm{i}(\mathrm{x})\sum_{:=0}^{\mathrm{m}}(-1)^{i}T’(F_{*}^{n} : H^{i}(X))$
$-$ $X$ $q^{\mathfrak{n}}$ \nu n(X)
$\nu_{n}(X)=2\dim(x\sum_{=:0}^{)}\cdot(-1)^{:_{Tr}}(FnH^{i}(x))*$:
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(3–2) ( ) $X\in C_{k}(k=\mathrm{F})q$
$d$











$k$ $X\in C_{h}$ $d$
$X$ $k-$ $x\in X(k)$ $-$
$h^{0}(X):=(X, x\cross X, 0)\in \mathcal{M}_{h}(rat)$ , $h^{\text{ }}(X):=(x, x\cross\, \mathrm{o})\in M_{h}(rat)$
$\mathcal{M}_{h}(rat)$
$h^{0}(X)\simeq\underline{1}:=h(\mathrm{S}\mathrm{p}\mathrm{e}\mathrm{C}(h))$ and $h^{d}(X)\simeq \mathrm{L}^{\emptyset \text{ }}$
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$d=\dim(X)=1$




(4–1) $X,$ $\mathrm{Y}\in C_{h}$ $J(X)\text{ }J(\mathrm{Y})$
$\mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{m}_{\mathcal{M}_{\mathrm{h}}}(’ a\ell)(h^{1}(X),h^{1}(\mathrm{Y}))\simeq \mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{m}(J(\mathrm{x}), J(\mathrm{Y}))\otimes \mathrm{Q}$
$\mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{m}$
(4–2) $A_{h}\subset M_{h}(rat)$
$h^{1}(X)$ , $X\in C_{h},$ $\dim(X)=1$
$A_{k}\simeq \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e}$ category of abelian varieties over $k$ up to isogeny
(4–1) Weil














$M\in \mathrm{A}t_{k}$ (rat) ( ) realization $H_{B}(M)$
$X\in C_{h}$
$H_{e\ell,l}(h^{1}(x))=T_{\mathit{1}}J(X)(-1)\otimes \mathrm{Q}_{l}$ ,
$H_{B}(h^{1}(\mathrm{x}))=H^{1}(J(X), \mathrm{Q})=\mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{m}(\Gamma, \mathrm{Z})\otimes \mathrm{Q}$
$T_{l}J(X)=\varliminf J(X)(\overline{k})[\ell^{n}]$
$X$ Tate $(-1)$ 1
Tate $k=\mathrm{C}$ $J(X)(\mathrm{C})=\mathrm{c}ff/\Gamma$ $X$






















$I_{p}\subset \mathrm{G}\mathrm{a}1(\overline{\mathrm{Q}}/\mathrm{Q})$ $\mathrm{Q}$ $p\text{ }\overline{\mathrm{Q}}$
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$\Gamma_{1}(N)=\{\in \mathrm{S}\mathrm{L}_{2}(\mathrm{Z})|a\equiv d\equiv 1(N), c\equiv 0(N)\}$,
$\Gamma_{0}(N)=\{\in \mathrm{S}\mathrm{L}_{2}(\mathrm{Z})|c\equiv 0(N)\}$
$f( \tau)=n=1\sum\infty a_{n}e2\pi:n\tau$ , $a_{1}=1$
$\Gamma_{1}(N)$ $k\geq 2$ new form Hecke
$\psi$ : $(\mathrm{Z}/N\mathrm{Z})^{*}arrow \mathrm{C}^{*}$
( $f_{1^{h\gamma)}}(T):=(c\tau+d)^{-}hf(\gamma(\tau))=\psi(d)f(\tau)$ for any $\gamma=\in\Gamma_{0}(N)$
$n$ $a_{n}\in \mathrm{Q}$ (
) $\mathrm{D}\mathrm{e}\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{g}\mathrm{n}\triangleright \mathrm{s}\mathrm{C}\mathrm{h}\mathrm{o}\mathrm{U}[\mathrm{S}\mathrm{C}\mathrm{h}]$
$\mathrm{Q}$ $M_{j}\in \mathcal{M}_{\mathrm{Q}}$ (rat) $\ell$
. (realzation)
$H_{et,l}(M_{f})$
(5–1) (1) $\dim_{\mathrm{Q}p}H_{\text{ }}t,\ell(M_{J})=2$ .
(2) $M_{f}$
$\rho_{J^{l}}$, : Gal(Q/Q) $arrow \mathrm{A}\mathrm{u}\mathrm{t}(Het,\mathit{1}(M_{J}))\simeq \mathrm{G}\mathrm{L}_{2}(\mathrm{Q}_{l})$
(i) $p,1’Nt$ $\rho f,\mathit{1}$ $P$





(ii) $p=t$ $p\parallel N$ $\rho f,p$ $\mathrm{G}\mathrm{a}1(.\overline{\mathrm{Q}.p}/\mathrm{Q}_{p})$ Fontaine
$\mathrm{c}\mathrm{r}\mathrm{y}_{\mathrm{S}\mathrm{t}\ovalbox{\tt\small REJECT}}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{e}$
$det(1-\emptyset\cdot t|C\prime ys(H_{et,l()}M_{f}))=1-a_{p}t+\psi(p)p^{h-}t12$
$(5 -1)(2)(i)$ Eichler-Schimura ( 2 ) Deligne
( – ) $M_{f}$ $L-$
$L(M_{\ell)}$, $f$ Meffin





$h^{1}(E)\in \mathcal{M}_{\mathrm{Q}}$ (rat) $f$
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